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Ejercicio: S-053. Puntos de abscisas distintas
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Ejercicio. Si una linea recta corta a la curva y = v'x? en tres puntos con
abscisas distintas r1 # ro # x3, entonces
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Demostracion. En primer lugar, vamos a desarrollar brevemente la ecuacion
dada por el enunciado, de modo que:
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Ahora, sea la recta § = mx+n, igualamos las expresiones de ambas funciones,
teniendo que

Va2 =mz +n =22 = (mx +n)* = (mx +n)* —2? =0
Desarrollando ahora el cubo llegamos al siguiente polinomio
p(z) = m*2® + (3mn*n — 1)z* + 3mn’z +n®

cuyas raices, por construccion, son x1, s, x3. Recordamos ahora las relaciones
de Cardano-Vieta para un polinomio de grado 3:

g = —CLg(l‘l + o + $3)
ap = ag(l'lxz -+ T1X3 -+ $2£L‘3)

Qg = —a3($1$29€3)
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Donde ay = m?,ay = (3m*n—1),a; = 3mn? y ay = n3. Atendiendo a las dos
ultimas ecuaciones tenemos que

3mn? = m3(z129 + 2123 + To23)
n® = —m?(z12973)

Antes de seguir debemos hacer esta pequena comprobacion

m # 0

n#0Vax; =0

La curva y = v/22 es simétrica respecto del eje de ordenadas, por lo
que si m = 0, entonces y = n seria una horizontal que corta a la
curva, y por simetria de esta, los puntos de corte irian por pares, si
corta, entonces —x; también, no pudiendo tener exactamente 3 raices
reales (no puede haber mas de tres porque hemos visto que tenemos un
polinomio de variable real de grado 3).

En este caso, que x = 0 sea una raiz es equivalente a que n = 0, ya que
la curva en x = 0 = y y la recta pasa por y = 0 <= n = 0. Tratamos
sin pérdida de generalidad que m > 0 ya que por simetria se obtiene
el caso contrario. Si la recta pasa por el origen, tenemos que ambas
funciones son crecientes y de curvatura no cambiante, 0 para la recta
y < 0 para la curva, por lo que, si m es suficientemente grande solo
tendremos un punto de corte (x = 0) y si m es suficientemente pequeno
dos.

En la siguiente figura se muestran las diferentes casuisticas, pueden tratarse
con mas rigor obteniendo las derivadas pero no creo que sea necesario:
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Figura 1: En verde se muestra la curva, en azul una recta constante de altura
y =2, en rojo y = mx con m = 0,8 de modo que se producen dos puntos de
corte y en rosa m = 10 de tal forma que hay solamente uno.



Asi pues, volviendo a las ecuaciones resultantes de Cardano-Vieta, como
m # 0,n # 0Ax; # 0Vi € {1,2,3}, podemos elevar a la (2/3) la dltima
expresion y dividirlas, obteniendo que:

3mn? m3 11Ty + 1173 + Tos
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de donde, comparando con el primer desarrollo realizado, concluimos que

1T + T1X3 + T3
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